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ϭ MoƟvazioni
La ŶozioŶe di liŵite può esseƌe ĐoŶsideƌaƌata uŶa pietƌaŵiliaƌe Ŷella stoƌia
del peŶsieƌo sĐieŶƟfiĐo, peƌĐhğ ha dato il ǀia al ĐalĐolo iŶfiŶitesiŵale Đhe,
a sua ǀolta, ha aǀuto appliĐazioŶi iŶ sǀaƌiaƟ Đaŵpi del sapeƌe, Đoŵe la fisi-
Đa, la ďiologia, la ŵediĐiŶa e la ĐhiŵiĐa. Essa, tuƩaǀia, ğ aŶĐhe uŶa delle
ŶozioŶi più osƟche iŶ Đui uŶo studeŶte di sĐuola seĐoŶdaƌia supeƌioƌe possa
iŵďaƩeƌsi duƌaŶte il suo peƌĐoƌso. Da Ƌueste ĐoŶsideƌazioŶi ğ ĐoŶseguita
l'idea di sǀiluppaƌe uŶ'espeƌieŶza didaƫĐa di ĐoŶosĐeŶza e di appƌofoŶdi-
ŵeŶto del ĐoŶĐeƩo di liŵite iŶ uŶa sĐuola seĐoŶdaƌia supeƌioƌe. Ciò ğ stato
ƌeso possiďile gƌazie al PiaŶo ŶazioŶale Lauƌee SĐieŶƟfiĐhe ;pƌoŵosso e fi-
ŶaŶziato dal M.I.U.R.Ϳ a Đui il DipaƌƟŵeŶto di MateŵaƟĐa, IŶfoƌŵaƟĐa ed
EĐoŶoŵia dell'UŶiǀeƌsità degli Studi della BasiliĐata ha adeƌito. IŶ Ƌuesta
ďƌeǀe Ŷota, ǀieŶe soŵŵaƌiaŵeŶte desĐƌiƩo il laďoƌatoƌio didaƫĐo, teŶuto
dalla doƩ.ssa AŶgeliĐaMalaspiŶa, ƌiĐeƌĐatƌiĐe uŶiǀeƌsitaƌia pƌesso l'UŶiǀeƌ-
sità degli Studi della BasiliĐata, iŶ ĐollaďoƌazioŶe ĐoŶ la pƌof.ssa Maƌia Saƌa
CoƌiglioŶe, peƌ alĐuŶi studeŶƟ delle ulƟŵe Đlassi dell'IsƟtuto di IstƌuzioŶe
Supeƌioƌe EiŶsteiŶ - De LoƌeŶzo di PoteŶza.
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Ϯ Percorso didaƫco
Il ŵateŵaƟĐo statuŶiteŶse Moƌƌis KliŶe iŶ Storia del peŶsiero ŵateŵaƟco
sĐƌiǀeǀa:
I grandi progressi della matematica e della scienza hanno quasi sem-

pre origine nell’opera di molti studiosi che portano ciascuno il proprio

contributo, pezzo dopo pezzo, per centinaia d’anni; alla fine, un uomo

d’ingegno abbastanza acuto per saper distinguere le idee valide nella gran

massa dei suggerimenti e delle dichiarazioni dei suoi predecessori, dotato

dell’immaginazione occorrente per incastonare le varie tessere in un nuovo

mosaico e audace quanto basta per costruire un progetto generale, compie

il passo culminante e definitivo.
Ci ğ ǀoluto uŶ aƌĐo di teŵpo luŶghissiŵo peƌ foƌŵalizzaƌe la defiŶizioŶe di
liŵite. Tale ŶozioŶe, iŶfaƫ, affoŶda le sue ƌadiĐi Ŷella MagŶa GƌeĐia ;III
seĐ. a. C.Ϳ, ha aǀuto uŶ gƌaŶde sǀiluppo Ŷel SeiĐeŶto gƌazie ai ĐoŶtƌiďuƟ
di I. NeǁtoŶ e G. W. LeiďŶiz ed ğ stato foƌŵulato ƌigoƌosaŵeŶte soltaŶto
Ŷell'OƩoĐeŶto, peƌ opeƌa di A. L. CauĐhy e A. Weieƌstƌass.

Il laďoƌatoƌio si ğ apeƌto ĐoŶ la pƌeseŶtazioŶe del suddeƩo pƌoĐesso
stoƌiĐo di ŶasĐita del liŵite.

L'uƟlizzo della Stoƌia della MateŵaƟĐa all'iŶteƌŶo del peƌĐoƌso didat-
ƟĐo ha aǀuto lo sĐopo di ĐoŶtestualizzaƌe il ĐoŶĐeƩo di liŵite, al fiŶe di
faƌ ĐoŵpƌeŶdeƌe agli studeŶƟ Đhe le Ŷuŵeƌose diffiĐoltà iŶĐoŶtƌate dai
ŵateŵaƟĐi Ŷel Đoƌso del teŵpo soŶo leŵedesiŵe Đhe essi affƌoŶtaŶoƋuaŶ-
do si iŵďaƩoŶo iŶ Ƌuesto aƌgoŵeŶto. AlĐuŶi degli ostaĐoli Đhe ƌeŶdoŶo
deliĐato l'appƌeŶdiŵeŶto del liŵite soŶo iŶtƌiŶseĐi al ĐoŶĐeƩo stesso di
liŵite.

Dopo Ƌuesta iŶtƌoduzioŶe stoƌiĐa, soŶo staƟ ŵostƌaƟ agli studeŶƟ al-
ĐuŶi eseŵpi Đhe staŶŶo alla ďase dell'oƌigiŶe della ŶozioŶe di liŵite, Đoŵe
l'appƌossiŵazioŶe di pi gƌeĐo e il pƌoĐesso di diĐotoŵia, affiŶĐhĠ i ƌagazzi
iŶtuisseƌo fiŶ da suďito la sua uƟlità pƌaƟĐa: tƌoppo spesso, iŶfaƫ, e diffusa
l'idea Đhe la ŵateŵaƟĐa sia solo uŶ aƌido deseƌto di foƌŵule ed eseƌĐizi fiŶi
a se stessi.
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IŶ seguito ğ stato iŶtƌodoƩo il liŵite dal puŶto di ǀista iŶtuiƟǀo: paƌ-
teŶdo dall'osseƌǀazioŶe di uŶ gƌafiĐo, si ğ dedoƩo il ĐoŵpoƌtaŵeŶto della
fuŶzioŶe iŶ esaŵe iŶ alĐuŶi puŶƟ. Si ğ ĐoŶsideƌata, ad eseŵpio, la fuŶzioŶe

f(x) =
1√
x

;Ϯ.ϭͿ

defiŶita peƌ ogŶi x > 0. Si ğ osseƌǀato l'aŶdaŵeŶto gƌafiĐo e Đi si ğ soffeƌ-
ŵaƟ iŶ paƌƟĐolaƌe su Đosa suĐĐede alla fuŶzioŶe ƋuaŶdo x > 0 si avviciŶa
a 0.

 

Appaƌe eǀideŶte Đhe i ǀaloƌi della fuŶzioŶe diǀeŶtaŶo ''ǀia ǀia seŵpƌe più
gƌaŶdi'', ŵaŶ ŵaŶo Đhe i ǀaloƌi di x soŶo ''suffiĐieŶteŵeŶte ǀiĐiŶi a'' zeƌo.

Ciò si tƌaduĐe diĐeŶdo Đhe il liŵite di f(x) =
1√
x
peƌ x Đhe teŶde a zeƌo

teŶde a più iŶfiŶito oppuƌe Đhe la fuŶzioŶe ;Ϯ.ϭͿ diǀeƌge posiƟǀaŵeŶte peƌ
x Đhe teŶde a zeƌo. IŶ siŵďoli

liŵ
x→ 0

1√
x
= +∞ (x > 0). ;Ϯ.ϮͿ
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E' stato poi Đhiesto ai ƌagazzi se, a paƌeƌ loƌo, poteǀa esseƌe iŶteƌes-
saŶte studiaƌe il ĐoŵpoƌtaŵeŶto della fuŶzioŶe ǀiĐiŶo ad altƌi puŶƟ Đhe
ŶoŶ appaƌteŶeǀaŶo al doŵiŶio di f(x), ad eseŵpio x = −1. Gli studeŶƟ
aǀeǀaŶo ďeŶ Đhiaƌo Đhe uŶ tale eseƌĐizio ŶoŶ aǀeǀa seŶso. La doŵaŶda ğ
stata posta peƌ faƌ Đapiƌe loƌo Đhe il liŵite di uŶa fuŶzioŶe ǀa studiato iŶ uŶ
puŶto Đhe ŶoŶ appaƌƟeŶe al doŵiŶio e peƌ il Ƌuale ĐiasĐuŶ iŶteƌǀallo Đhe
lo iŶĐlude ĐoŶƟeŶe puŶƟ del doŵiŶio.

Dopo Ƌueste osseƌǀazioŶi, soŶo state foƌŵulate le defiŶizioŶi di iŶtorŶo
di uŶ puŶto e di puŶto di accuŵulazioŶe peƌ uŶ soƩoiŶsieŵe di Ŷuŵeƌi
ƌeali ;soŶo staƟ aŶĐhe foƌŶiƟ eseŵpi e soŶo staƟ sǀolƟ eseƌĐizi iŶ aula,
suddiǀideŶdo gli aluŶŶi iŶ piĐĐoli gƌuppiͿ.

E' stato poi Đhiaƌito agli studeŶƟ ĐheoĐĐoƌƌeǀa Đostƌuiƌe uŶadefiŶizioŶe
ƌigoƌosa di liŵite, tƌaduĐeŶdo iŶ teƌŵiŶi ŵateŵaƟĐi espƌessioŶi Đoŵe ''ǀa-
loƌi ǀia ǀia seŵpƌe più gƌaŶdi'' e ''ǀaloƌi suffiĐieŶteŵeŶte ǀiĐiŶi''.

TeŶeŶdo pƌeseŶte il gƌafiĐo della fuŶzioŶe ;Ϯ.ϭͿ, si ğ fissato uŶ ǀaloƌe
aƌďitƌaƌio di soglia, peƌ eseŵpio M = 10 ;ed ğ stata disegŶata uŶa ƌet-
ta oƌizzoŶtale y = 10Ϳ. E' stato ƋuiŶdi Đhiesto agli studeŶƟ di tƌoǀaƌe peƌ
Ƌuali x > 0, i ǀaloƌi di f(x) supeƌasseƌoM = 10. Tuƫ haŶŶo ƌisolto la di-
seƋuazioŶe tƌoǀaŶdo Đhe 0 < x < 0, 01. E' stato poi sĐelto uŶ altƌo ǀaloƌe
di soglia M più gƌaŶde del pƌeĐedeŶte, M = 103. IŶ Ƌuesto Đaso la dise-
ƋuazioŶe f(x) > 103 ha soluzioŶe 0 < x < 0, 000001. Gli studeŶƟ haŶŶo
iŶtuito iŵŵediataŵeŶte Đhe ŵaŶ ŵaŶo Đhe il ǀaloƌe di soglia M auŵeŶ-
taǀa, i ǀaloƌi di x si sĐhiaĐĐiaǀaŶo a zeƌo. IŶ geŶeƌale, sĐelta uŶa ƋualuŶƋue
aƌďitƌaƌia soglia gƌaŶde a piaĐeƌeM , si può deteƌŵiŶaƌe il ĐoƌƌispoŶdeŶte
ǀaloƌe δM al di soƩo del Ƌuale f(x) > M , iŶfaƫ ďasta sĐeglieƌe δM =

1

M 2
.

IŶ Ƌuesto seŶso, la fuŶzioŶe ;Ϯ.ϭͿ ĐƌesĐe illiŵitataŵeŶte, Đioò supeƌa ogŶi
soglia aƌďitƌaƌiaŵeŶte fissata ƋuaŶdo x teŶde a 0.

PeƌtaŶto, il siŵďolo di liŵite ;Ϯ.ϮͿ si può sĐƌiǀeƌe iŶ teƌŵiŶi ƌigoƌosi iŶ
Ƌuesto ŵodo:

∀M > 0 ∃ δM > 0 tale Đhe
1√
x
> M se x ∈ (0, δM).
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SuĐĐessiǀaŵeŶte, al fiŶe di iŶtƌoduƌƌe il ĐoŶĐeƩo di ĐoŶǀeƌgeŶza di uŶa
fuŶzioŶe iŶ uŶ puŶto e ƋuiŶdi di liŵite fiŶito ğ stato osseƌǀato il gƌafiĐo
della fuŶzioŶe

f(x) =
siŶ(x)
x

da Đui ğ eŵeƌso Đhe liŵ
x→ 0

siŶ(x)
x

= 1. IŶfiŶe dalla ǀisualizzazioŶe del gƌafiĐo
dell'ipeƌďole eƋuilateƌa

f(x) =
1

x

ğ sĐatuƌita la ĐiƌĐostaŶza Đhe il liŵite di f(x) ŶoŶ esiste peƌ x Đhe teŶde a

zeƌo: ∄ liŵ
x→ 0

1

x
.

DuƌaŶte il ƌesto del laďoƌatoƌio soŶo staƟ iŶtƌodoƫ aŶĐhe i liŵiƟ di
fuŶzioŶi peƌ x → +∞, paƌteŶdo dall'osseƌǀazioŶe di gƌafiĐi e sĐƌiǀeŶdo
ƋuiŶdi la defiŶizioŶe ƌigoƌosa.
SoŶo staƟ, iŶoltƌe, sǀolƟ alĐuŶi eseƌĐizi sui liŵiƟ, iŶ paƌƟĐolaƌe Ƌuelli iŶ Đui
oĐĐoƌƌeǀa deduƌƌe da uŶ gƌafiĐo il ǀaloƌe dei liŵiƟ pƌoposƟ.

ϯ Valutazione
A ĐoŶĐlusioŶe dell'iƟŶeƌaƌio didaƫĐo, si ğ sĐelto Đoŵe ŵetodo di ǀeƌifiĐa
delle ĐoŵpeteŶze Ƌuello dell'autovalutazioŶe. L'uso dell'autoǀalutazioŶe
ha il ǀaŶtaggio di faƌ pƌeŶdeƌe allo studeŶte ĐosĐieŶza del pƌopƌio pƌoĐes-
so di appƌeŶdiŵeŶto. Egli iŶfaƫ assuŵe uŶ ƌuolo ĐeŶtƌale Ŷel pƌoĐesso
ǀalutaƟǀo, diǀeŶtadoŶe soggeƩo aƫǀo e ĐoŶsapeǀole.

Gli studeŶƟ, suddiǀisi iŶ piĐĐoli gƌuppi, haŶŶo elaďoƌato dei ƋuesiƟ a
ƌisposta ŵulƟpla ƌelaƟǀi a tuƫ gli aƌgoŵeŶƟ tƌaƩaƟ.

E' seguita la ĐoƌƌezioŶe iŶ aula ed il ĐoŶfƌoŶto tƌa gli studeŶƟ ĐoŶ i pƌopƌi
ed altƌui eƌƌoƌi al teƌŵiŶe del Ƌuale soŶo staƟ selezioŶaƟ ƋuiŶdiĐi eseƌĐizi
Đhe ǀeŶgoŶo di seguito ƌipoƌtaƟ.
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TEST di AUTOVALUTAZIONE relativo al laboratorio

APPROFONDIMENTO DEL CONCETTO DI LIMITE ED AUTOVALUTAZIONE

ISTITUTO EINSTEIN - DE LORENZO, Docente tutor: Prof.ssa M. Coriglione

UNIVERSITA’  DELLA BASILICATA, Esperto esterno: Prof.ssa A. Malaspina

      

1. Nel 1861 chi scrisse la definizione definitiva di  limite?

      A.  Anassagora

      B.  Weierstrass

      C.  Nietzsche

      D.  Archimede

2. Quale di questi è un intorno circolare di x = 1?

A. (0,3)

B. (-1,3)

C. (1,2)

D. (-1,1)

3. Il punto x = 2 è un punto di accumulazione per quale di questi insiemi?

A. (0,2)

B. (-1,-2)  {2}

C. (3,+∞)

D. (1, 1.999)

4. Quale tra i seguenti intervalli è un intorno di meno infinito?



A. (-650,0)

B. (4,+∞)

C. (-∞,8)

D. (-7,-5)

5. Quanto vale  ?

A. 23

B. 2

C. 0

D. +∞

6. Quanto vale  ?

A. +∞

B. -∞

C. 0

D.

7. Quale tra queste funzioni è un infinito di ordine maggiore di x3 per x→+∞ ?

A. x2

B. ln(x4+x3)

C. √x

D. 1.1x

8. Quanto vale  ?

A. 1

B. 0



C. +∞

D. -∞

9.  Quanto vale  ?

A. 15

B. 3

C. 5

D. 1

10.  Guardando il seguente grafico, possiamo dedurre che il  

A.

B.

C.

D. +

      11.  Individua il risultato del seguente limite: 

      A.  4

      B.  

      C. 0

      D.



12 Dedurre dal grafico il valore del seguente limite:  

                                            

A. 1

B.  -∞

C.  non esiste

D.  +∞

13.Quanto vale il seguente limite limx0  ?

A. non esiste

B.  +∞

C.  1

D.  0

14. La funzione in figura è caratterizzata nell’avere un asintoto:

                                     



A.  verticale

B.  orizzontale

C . orizzontale sinistro

D.  orizzontale destro

15. Quale delle seguenti funzioni diverge più rapidamente per :

                                      

A. 

B.  

C .   

D.  tutte


